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ProblemaProblema::

Dados n Dados n puntospuntos en el en el planoplano, , encontrarencontrar la la parejapareja de de 
puntospuntos con la con la menormenor distanciadistancia euclídeaeuclídea entre entre ellosellos..
[[CasoCaso particular del “particular del “vecinovecino másmás cercanocercano” y de MST]” y de MST]

AplicacionesAplicaciones::
InformáticaInformática gráficagráfica, , visiónvisión porpor computadorcomputador, , sistemassistemas
de de informacióninformación geográficageográfica (GIS)…(GIS)…

AlgoritmoAlgoritmo porpor fuerzafuerza brutabruta: : 
ComprobarComprobar todostodos los pares de los pares de puntospuntos p y q: p y q: ΘΘ(n(n22).).

�� VersiónVersión 11--D:  O(n log n).D:  O(n log n).
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AlgoritmoAlgoritmo divide y divide y vencerásvencerás::

Primer Primer intentointento: : DivisiónDivisión en 4 en 4 cuadrantescuadrantes……

L

22

L
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AlgoritmoAlgoritmo divide y divide y vencerásvencerás::

Primer Primer intentointento: : DivisiónDivisión en 4 en 4 cuadrantescuadrantes……

¡¡ResultaResulta imposibleimposible asegurarasegurar n/4 n/4 puntospuntos porpor cuadrantecuadrante!!
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AlgoritmoAlgoritmo divide y divide y vencerásvencerás::

Segundo Segundo intentointento: : 

LíneaLínea vertical con n/2 vertical con n/2 puntospuntos a a cadacada ladolado……
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AlgoritmoAlgoritmo divide y divide y vencerásvencerás::

DivisiónDivisión: : 

EncontrarEncontrar la la parejapareja másmás cercanacercana en en cadacada mitadmitad……
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AlgoritmoAlgoritmo divide y divide y vencerásvencerás::

CombinaciónCombinación: : EncontrarEncontrar la la parejapareja másmás cercanacercana con un con un 
puntopunto a a cadacada ladolado de la de la línealínea……
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AlgoritmoAlgoritmo divide y divide y vencerásvencerás::

ObservaciónObservación: : SóloSólo nosnos interesaninteresan laslas parejasparejas con un con un 
puntopunto a a cadacada ladolado de la de la línealínea sisi estánestán a a menosmenos de de δδδδδδδδ de LL

L
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δ = min(I,D)

I
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AlgoritmoAlgoritmo divide y divide y vencerásvencerás::

ObservaciónObservación: : SóloSólo nosnos interesaninteresan laslas parejasparejas con un con un 
puntopunto a a cadacada ladolado de la de la línealínea sisi estánestán a a menosmenos de de δδδδδδδδ de LL

L
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D

δ = min(I,D)

I
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AlgoritmoAlgoritmo divide y divide y vencerásvencerás::

SoluciónSolución eficienteeficiente: : OrdenarOrdenar los los elementoselementos de la de la franjafranja
22δδδδδδδδ en función de su coordenada y...
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AlgoritmoAlgoritmo divide y divide y vencerásvencerás::

… y … y sólosólo comprobarcomprobar aquéllosaquéllos queque estánestán a a menosmenos de 12 de 12 
posicionesposiciones en la lista ordenada en función de y.
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½δ

39 j

Propiedad

Si s y s’ son puntos de la franja
2δ tales que d(s,s’)< δ, para
encontrarlos no tendremos que
calcular más de 11 distancias
por punto si los ordenamos

δ

27

29
30

28

26

25

δ

2 filas

½δ

½δ

i ½δ

por punto si los ordenamos
por su coordenada y. 

Demostración: 

� No hay dos puntos en la
misma región de tamaño ½δ x ½δ.

� Dos puntos separados por dos filas
están a una distancia ≥ 2(½δ). 



AlgoritmoAlgoritmo

Closest-Pair (p1, …, pn) 

{

Compute separation line L such that half the points

are on one side and half on the other side.

δδδδ1 = Closest-Pair(left half)

δδδδ2 = Closest-Pair(right half)

δδδδ = min(δδδδ1, δδδδ2)

O(n log n)

2T(n / 2)
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δδδδ = min(δδδδ1, δδδδ2)

Delete all points further than δδδδ from separation line L

Sort remaining points by y-coordinate.

Scan points in y-order and compare distance between

each point and next 11 neighbors. If any of these

distances is less than δδδδ, update δδδδ.

return δδδδ.

}

O(n)

O(n log n)

O(n)

EficienciaEficiencia

  
T(n) ≤ 2T n /2( ) + O(n logn) ⇒ T(n)  =  O(n log2 n)

NNOTAOTA

Se Se puedepuede mejorarmejorar la la eficienciaeficiencia del del algoritmoalgoritmo sisi no se no se 
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Se Se puedepuede mejorarmejorar la la eficienciaeficiencia del del algoritmoalgoritmo sisi no se no se 
reordenanreordenan desdedesde cero los cero los puntospuntos de la de la franjafranja 2δ..

¿¿CómoCómo? ? HaciendoHaciendo queque cadacada llamadallamada recursivarecursiva devuelvadevuelva los los 
puntospuntos ordenadosordenados tantotanto porpor la la coordenadacoordenada y y comocomo porpor la la 
coordenadacoordenada x [y x [y mezclandomezclando laslas listaslistas ordenadasordenadas en O(n)].en O(n)].

  
T(n) ≤ 2T n /2( ) + O(n) ⇒ T(n) = O(n logn)


